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NOVOS RECURSOS PARA O ENSINO DAS
MATEMATICAS: XEOMETRIA DINAMICA*

No ensino das matemdticas as
computadoras e as calculadoras graficas
e programables espertaron —e ségueno
a facer— unha considerable atencién e
interese. O obxectivo deste traballo é
amosar unha nova clase de software de
baixo custo e pequenas esixencias en
hardware que ha ter no noso contorno
unha significativa influencia no ensino
da xeometria elemental.

1. INTRODUCCION

A experimentacién € un requisito
imprescindible para a aprendizaxe. No
desenvolvemento curricular de mate-
maticas pode lerse que “para construi-lo
cofiecemento matematico é indispensa-
ble a actividade concreta sobre os obxec-
tos de estudio”. No estudio da xeome-
tria a computadora facilita de xeito
notable as manipulaciéns de obxectos.

Tanto no contorno Windows
coma no Macintosh existe unha gran
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variedade de programas para debuxar
figuras bidimensionais. Ambolos siste-
mas incorporan sinxelas ferramentas de
debuxo como Paint e MacPaint. Sen
embargo, estes programas, e ainda
outros mdis sofisticados, non resultan
axeitados para o estudio da xeometria
elemental 6 non permitiren a manipu-
lacion directa das estructuras xeométri-
cas. Consideremos, por exemplo, a
tarefa de debuxa-la mediatriz dun seg-
mento dado, usando Paint. A eleccién
obvia é utiliza-las coordenadas ou arre-
meda-lo uso do compds trazando elip-
ses de excentricidade 0, como se mostra
na Fic. 1. Ambolos camifios esixen ter
bo pulso € a maior sinxeleza e precision
do primeiro pérdense cando o segmento
non é horizontal ou vertical. Ademais,
posto que a mediatriz é un obxecto
dependente do segmento, interesa que
as transformaciéns experimentadas por
este se transmitan a aquela, o que non
acontece nos programas mencionados
ou noutros semellantes.

* Este traballo foi parciaimente financiado cunha axuda do Vicerrectorado de Innovacién Educativa e Estudiantes da
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Figura 1. Construccion da mediatriz dun segmento: a) mediante coordenadas, b) simulando un compas.

Un sistema de manipulacién de
figuras xeométricas ten de construir e
redebuxar directamente tales figuras,
asi como facer depender unhas dou-
tras. Os programas de xeometria diné-
mica satisfdn estas esixencias.

Na Seccién 2 expéiiense caracte-
risticas xerais da xeometria dindmica e
a configuracién tipica dun destes pro-
gramas. Na Seccion 3 listase o softwa-
re mais cofiecido neste campo e descri-
bense sucintamente algtins destes pro-
gramas.

2, XEOMETRIA DINAMICA

Nicholas R. Jackiw, desefiador
dun programa de xeometria dindmica,

afirmaba nunha comunicacién en
novembro de 1994 4 lista de xeometria
dindmica do Forum do Swarthmore
College (ver Seccion 3) que “en esen-
cia, a ‘xeometria dindmica’ non é un
modelo matematico ben formulado do
cambio, sen6n mais ben un conxunto
de soluciéns heuristicas proporciona-
das polos desenvolvedores de software
e desefiadores de interfaces persoa-
maquina 4 pregunta de ‘como lle
gustarfa 4 xente que se comportase a

xeometria nun universo dindmico’”.

O comentario de Jackiw non acer-
ca moito a unha cabal comprensién da
xeometria dindmica, pero isto é natural
posto que non hai unha definicién
aceptada do campo do que estamos a
falar. O cualificativo de “dindmica”



adxudicado a esta xeometria débese a
unha nova caracteristica, o arrastre
(dragging): a capacidade de efectuar
transformaciéns continuas nos obxec-
tos xeométricos definidos, mantendo
as relacions da construccion orixinal.

En Abelson e diSessa (1980), estu-
diase a matemdtica implicada na xeo-
metria da tartaruga e concltdese que ¢
un sistema préximo 4 xeometria dife-
rencial. Un achegamento semellante
preséntase en Goldenberg e Cuoco
(1996): para o estudio identifican os
obxectos (puntos, lifias, circulos...) e as
transformaciéons (reflexién, inver-
si6n...) da xeometria dindmica, e
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buscan os teoremas derivados dos con-
xuntos anteriores. Con este enfoque
faise claro que non se estd a falar exac-
tamente da xeometria de Euclides.
;Como caracterizar matematicamente
a transformacién consistente en arras-
trar un punto extremo dun segmento
rotandoo ou dilatindoo, ou dmbalas
cousas? En canto 4s invariantes, consi-
deremos outro aspecto: no estudio das
proporcions en tridngulos semellantes
construamos un tridngulo ABC e un
segmento DE paralelo a AC (FiG. 2). Se
desprazamo-lo punto D 6 longo do
lado AB a razén BD/BE permanece
constante, o que é un teorema eucli-
diano.

mBE' =3.39cm

m BE = 1,62 cm

mBD) A D
L5 =146

(m B mBD'=
m

(m BEY) = 1.4

Figura 2. Invariancia dunha razon en tridngulos semellantes.

B

D
mBD =236 cm
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Se desprazdmo-lo punto A, como
se amosa na Figura 3, a raz6n BD/BA
tamén permanece constante, pero este
feito xa non é un teorema euclidiano,

mB0 =203 cm

mAB =7.94cm

A ----------------- Al

Figura 3. Invariancia dunha razon especifica a un sistema.

Un programa xenérico de xeome-
tria dindmica presenta unha folla de
traballo onde se crean e manipulan os
obxectos e as relaci6ns entre eles.
Nunha ou varias zonas da pantalla
ofrécense ments de texto ou iconas, ou
ambolos dous, para selecciona-las tare-
fas que se desenvolverdn. Estes meniis
poden dividirse en a) creacién e cons-
truccién (Figura 4), cos que se definen
os obxectos elementais (punto, seg-
mento, semirrecta, tridngulo, circulo...)
e se constrien outros a partir destes
(mediatriz, bisectriz, paralela, perpen-

senén unha eleccion feita polo desefia-
dor do sistema (The Geometer’s
Sketchpad, neste caso).

mAB =552 cm

=026

E16)
EI%
G =

dicular...}, b) edicién e xestion, ben da
computadora (tarefas de impresién,
salvagarda de arquivos...), ben tarefas
especificas do programa (redefinicién
de ments, etiquetaxe de obxectos,
zoom, (de)seleccion de obxectos, ani-
macién, mostrar/ocultar obxectos,
eleccién de unidades e aspectos...), ¢
medir e calcular (Figura 4) e d) contido
mixto, onde hai que resaltar dias cues-
tiéns: a posibilidade de incorpora-las
construcciéns realizadas 6 programa,
de xeito que se eliminen os pasos inter-
medios, e a utilizacién da recursién.



Lorstruire

Créer un point
Créer un cercle
Créer une dioite
Créer un gegment

Intersection de 2 droites
Intersection de 2 cercles
Intersection dioite-cercle

Paralléle & une droite
Perpendiculaire & une droite
Milieu d'un segmant
Translater

Paint sur une dicite

Point sur un cercle

Téche par défaut ESC
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Figura 4. Mentis de construccién de Calques2 (esquerda) e medir e calcular de Cabri (dereita).

3, SOFTWARFE DE XEOMETRIA DINAMICA

Existe hoxe unha ampla oferta de
programas de xeometria dindmica. A
continuacién listanse, en orde alfabéti-
ca, algins deles. Por mor dos sistemas
cos que traballo (Unix e Windows) e
cos que penso que o fai a maioria dos
lectores, referireime fundamentalmen-
te a ferramentas baixo Windows, men-
cionarei os complementos para
Macintosh cando os haxa e omitirei as
que s6 existen baixo Unix. Non se fala
pois de Geometer de Silicon Graphics
nin doutros productos desta especiali-
zada empresa.

3.1, Cabri-Géométre

Le Géometre, le CAhier de
BRouillon Interactif pour un nouvel
apprentissage de la géométrie (Baulac,
Bellemain e Laborde, 1994), que deu
no acrénimo Cabri, foi desenvolvido a
partir de 1985 por Jean Marie Laborde,
Philippe Cayet, Yves Baulac e Franck
Bellemain no Laboratorio de Estruc-
turas Discretas e de Didactica do
Instituto de Informética e Matematica
Aplicada (IMAG) da Universidade
Joseph Fourier de Grenoble e presenta-
do no VI Congreso Internacional de
Educacién Matemdtica celebrado en
Budapest no 1988.
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Cabri é un dos primeiros progra-
mas de xeometria dindmica, probable-
mente o mdis cofiecido e utilizado en
Europa. Aplicado inicialmente a
maéquinas Apple, portouse logo a PC,
baixo MS-DOS. A versién 1 estivo no
mercado dende 1987. Cémpre sinalar
que a Generalitat de Catalufia, a través
do seu Programa de Informaitica
Educativa, distribuiu nos seus centros
de ensino a versi6n 1.7 traducida 6
cataldn. Os contactos entre o IMAG e
Texas Instruments, a partir de 1989,
fructificaron na versiéon 2, CABRI
Geometry (Fic. 5), distribuida dende
1995, e na calculadora TI-92, que con-
tén Cabri e Derive (The Soft
Warehouse, 1991).

No sitio Web http://www-
cabri.imag.fr pode atoparse cumprida
informacién sobre este programa (refe-
rencias, historica, telecarga dunha ver-
si6n de avaliacién para PC ou Mac en
inglés, francés ou casteldn, subscricién
4 interesante lista cabri-forum-
imag.fr,...}. Outra fonte de informacién
sobre Cabri, de caricter comercial,
enfocada principalmente 4 TI-92, é
http://www.ti.com/calc/docs/92.htm.

De Cabri hai que sinalar que foi
un dos primeiros programas en incor-
porar macroconstrucciéns, procede-
mentos automatizados que constrien
obxectos finais baseados en obxectos
iniciais. Sen embargo, na utilizacién
dunha macro non poden ser recreados
polo usuario os obxectos intermedios,

o que seria unha opcién interesante. A
capacidade de proba neste sistema é
pobre e estd reducida 4 comprobacién
de propiedades como alifiaci6n, parale-
lismo, pertenza, etc. Tamén € salienta-
ble a utilizacién rudimentaria da
linguaxe natural: seleccionada unha
ferramenta, por exemplo crear un punto
nun obxecto, e apuntando un obxecto
para o que a ferramenta tefia sentido,
por exemplo unha curva, aparece un
texto, “Neste obxecto”, que reforza a
comprension da operacién. Quizais isto
compense a pobreza da axuda en lifia,
limitada a un maximo de tres lifias na
parte inferior da pantalla.

3.2. Calques

Calques Géométriques, unha
ferramenta para Windows 3.1 € 95, na
sta versién 2 (Figura 6) foi presentada
polo seu autor, Philippe Bernat, do
Centro de Investigacién Informdtica
da Universidade Henri Poincaré en
Nancy, no VIII ICME celebrado en
Sevilla en 1996 (Bernat, 1996). Xunto
con Cabri é amplamente utilizada no
ensino secundario francés. Ofrece faci-
lidade de macroconstrucciéns e recut-
sividade. Na paxina Web do autor,
http://www.loria.fr/bernat/bernat.htm
1, ofrécense versiéns demo Calques2
(en francés) e mais dun paquete irmin
de axuda 6 razoamento en xeometria
Chypre (en francés ou inglés).

Mentres que conceptualmente
Calques non achega novidades
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Figura 5. Simulacion en Cabri do avance dunha fronte de onda segundo o principio de Huygens.

substanciais, Chypre é unha interesan-
te contribucién no eido da demostra-
cién semiautomatica en xeometria.

3.3. Cinderellas Café

En http://www.cinderella.de pre-
séntase un contorno de aprendizaxe da
xeometria aplicado en Java. A indepen-

dencia da plataforma que supén Java e
a xeneralizacion do acceso a Internet
fan presumir que este tipo de ferra-
mentas acadarin de contado grandes
cotas de utilizacién. Tanto en Cabri
(http://www-Cabri.imag.fr/a-
propos/index-e.html,  http://www-
Cabri.imag.fr/Preuve) coma en The
Geometer’s Sketchpad (htp://www.-
edc.org/LTT/ConnGeo/CP.html,
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Figura 6. Trazado do Iugar xeométrico do ortocentro dun triéngulo cando A se move por DE.

http://forum.swarthmore.edu/dyna-
mic/java_gsp/jsp_home.htm) estanse a
facer grandes esforzos por estimula-la
xeometria interactiva na rede mediante
o uso de applets.

Os autores, Juergen Tichter-
Gebert e Ulrich Kortenkamp, da
Universidade Técnica de Berlin, ofrecen
unha versién test do Café e anuncian
versiéns completas para finais de 1997.
Na Figura 7 pode verse o menu da apli-
cacién (que é o inico en inglés) e na FiG.
8 as visiéns plana e esférica dunha
construccion relativa a unha cénica.

O Café incorpora un sistema
automatico de demostracién que, sen
ser completo, permite a verificaciéon de
proposiciéns sinxelas. A traza das
demostraciéns visualizase na consola
Java do navegador.

34. Eukdid

Unha ferramenta shareware dis-
tribuida via Internet ¢é Euklid
(http://home.tonline.de/home/roland.
mechling). A versién actual, de 16 bits,
est4 en inglés e aleman. Ten as funcio-
nalidades xerais de tédolos programas
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Figura 7. Mend Cinderella's Café.

comentados. Unha sinxela construc-
cién preséntase na Figura 9.

3.5. The Geometer's Sketchpad

Xunto con  Cabri, The
Geometer’s Sketchpad, GSP, (Jackiw,
1995) é o programa mdis cofiecido e
utilizado, principalmente na 4rea
anglosaxona. Existen versiéns (3.0x)
para Windows e Macintosh, das que se
poden  telecargar  demos en

http://forum.swarthmore.edu/dyna-
mic.html ou no sitio Web da empresa
que o comercializa, cun servidor moi
lento, http://www.keypress.com/.

O GSP foi deseiado por N.
Jackiw e naceu como parte dun pro-
xecto de investigacién no Swarthmore
College. Maiis tarde chegou Key
Curriculum Press, onde se estd a facer
principalmente o desenvolvemento
actual do programa.
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Figura 8. Visions plana e esférica do centro e tanxentes dunha cdnica.

As macroconstrucciéns de Cabri
chdmanse aqui scripts, que poden ser
executados paso a paso e ser recursi-
vos. Na Fic. 10 pode verse un script
para a construccién do circulo dos
nove puntos.

Unha diferencia entre Cabri e
GSP formula cuestiéns pendentes de
investigacién de cara a determina-la
sta importancia na aprendizaxe: en
GSP (tamén en Euklid e Calques) €
necesario ter seleccionados os obxec-
tos pertinentes para poder efectuar
unha construccién; pola contra en
Cabri primeiro hai que escolle-la cons-
truccién e logo selecciona-los obxec-
tos. Por exemplo, para construi-la

perpendicular a un segmento nun
punto en Cabri hase selecciona-la
ferramenta “Recta Perpendicular” e
logo, co cursor, apuntar a un segmento
(aparece o texto “Perpendicular a este
segmento”) e a un punto (“Por este
punto”) ou a un obxecto que contefia
puntos (“Deste circulo”). En GSP hai
que ter seleccionado un punto e un
segmento para poder executar “Lifia
perpendicular”, pero se ademais estd
seleccionado outro punto, entén traza-
ranse duas perpendiculares, o que non
se pode facer nun s6 paso en Cabri.

En GSP tamén hai unha intensa
actividade cara 4 interaccién na rede e
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a utilizacién de Java. Un moi extenso
almacén de informacién concernente 4
xeometria dindmica, con especial énfa-
se en GSP, é o Forum de xeometria do
Swarthmore College, en http://forum.-
swarthmore.edu, onde tamén se admi-
nistra a lista geometry-software-dyna-
micforum.swarthmore.edu, que xunto
coa mencionada sobre Cabri consti-
tden referencias imprescindibles para
manterse informado dos avances neste
campo.

3.6. Qutros programas

Ademais dos citados, outros pro-
gramas de xeometria dindmica que
paga a pena citar son: Geometry
Inventor (Brock et al, 1994),
SuperSupposer (Schwartz e
Yerushalmy, 1992), Geoblock (Hidaka,
1995) e o tinico que cofiecemos feito
en Espafia, Geomouse (Castifieira,
1992).
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< The Geometer's Sketchpad
File Edt Display Construct
< Sketch01.gsp

[Select & Translate el |

Trarstorm  Measwe Graph  Wok  Help
[=1olx]; &

Point C

Steps:

1 Let[] = Segment between Point A and Point B

2 Let[K] = Segment betwaen Point C and Point A,

3. Let [m] = Segment between Paint B and PaintC

4 Let[n] = Perpendicular to Segment [k] through Point B (hidc
5 Let[p] = Perpendicular to Segment [j] through Paint C (hidd
6 Let[q] = Perpendicular to Segment [m] through Paint A thid

7. Letm2 = Midpoint of Segment [m]

8. Letm1 = Midpoint of Segment [j].

9. Letm3 = Midpoint of Segment [K]

10 Letp2 = Intersection of Line [g] and Segment [m].
11. Letp1 = Intersection of Line [p] and Segment [|].
12. Let p3 = Intersection of Line [n] and Segment [k].

Figura 10. Scripten GSP para a construccion do circulo dos nove puntos.

4, CONCLUSIONS
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