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1. Introduction

Dans cet article nous introduisons les espaces de Hopf comme étant des
espaces métriques dans lequels toute application compacte peut être approchée
d’aussi près que l’on veut par une application continue ayant un nombre fini
de points fixes. L’un des premiers résultats concernant ces espaces a été émi
par H. Hopf [3], [6] : tout polyèdre connexe de dimension supérieure ou égale
à 1 est un espace de Hopf. Plus tard Baillon-Rallis [1] ont montré que toute
réunion finie de convexes fermés d’un espace vectoriel normé est un espace
de Hopf. Dans un premier temps nous donnons une extension du théorème
de Baillon-Rallis aux multifonctions (Corollaire 1.1). Puis nous montrons le
résultat suivant (Théorème 2.1) : si X est un espace vectoriel normé, alors
toute partie fermée C non vide de X qui est à la fois ANR(m) et un espace de
Hopf, et pour toute partie D de X contenant C, f : D → C une application
compacte et ε > 0, il existe une application continue h : D → C, ε-proche de f
ayant un nombre fini de points fixes. Ce qui nous permet d’étudier les réunions
de parties convexes d’un espace vectoriel normé et d’identifier parmi elles celles
qui sont des espaces de Hopf. Les espaces de Hopf pourront présenter un outil
pratique pour l’étude des solutions approchées d’une équation différentielle.

Nous rappelons les définitions et les résultats suivants :
Soient X, Y deux espaces topologiques et α = {Uλ : λ ∈ Λ} un recouvre-

ment d’ouverts de Y. Deux applications continues f et g de X dans Y sont
dites α-proches si ∀x ∈ X, ∃λ(x) ∈ Λ tel que f(x) ∈ Uλ(x)

et g(x) ∈ Uλ(x)
.

Une homotopie ht : X −→ Y (0 ≤ t ≤ 1) est dite une α-homotopie si
∀x ∈ X,∃λ(x) ∈ Λ tel que ht (x) ∈ Uλ(x)

pour tout t ∈ [0, 1] .
Deux applications continues f et g de X dans Y sont dites α-homotopes
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si il existe une α-homotopie ht, t ∈ [0, 1], de X dans Y telle que h0 = f et
h1 = g.

Soient X un espace topologique et A une partie fermée de X. On appelle
rétraction de X dans A, toute application continue r : X → A telle que
r(x) = x pour toute x ∈ A.

Soit Y un espace métrique. On dit que Y est un ANR(m) si à chaque fois
qu’il est homéomorphe à un sous espace fermé X1 d’un espace métrique M, il
existe un voisinage ouvert U de X1 et une rétraction r de U sur X1.

Dans [7] S. T. Hu a montré le résultat suivant :

Théorème 1.1. Si Y est un ANR(m) et α = {Uλ : λ ∈ Λ} est un recou-
vrement d’ouverts de Y, alors il existe un sous-recouvrement d’ouverts β de
α, tel que toutes applications continues f, g : X → Y β-proches définies sur
un espace topologique quelconque X sont α-homotopes.

Si Y est un espace métrique, deux applications continues f et g de X dans
Y sont dites ε-proches si ∀x ∈ X, d(f(x), g(x)) < ε.

Une homotopie ht de X dans Y est dite une ε-homotopie si ∀x ∈ X,
diam({ht(x) : t ∈ [0, 1]}) < ε.

Deux applications continues f et g de X dans Y sont dites ε-homotopes
si il existe une ε- homotopie ht, t ∈ [0, 1], telle que h0 = f et h1 = g.

Le théorème suivant établi par Dugundji [5] est un outil puissant pour
l’extension des homotopies définies sur un ANR(m).

Théorème 1.2. Soit Y un ANR(m). Alors pour tout ε > 0, il existe
δ(Y, ε) > 0 vérifiant la propriété suivante : pour tout espace métrique X, A
une partie fermée de X, f, g : X → Y deux applications continues δ-proches,
et pour toute δ-homotopie jt : A → Y satisfaisant j0 = f|A , j1 = g|A , il existe
une ε-homotopie ht : X → Y telle que h0 = f , h1 = g et ht|A

= jt pour

tout t ∈ [0, 1].

Rappelons le théorème de Baillon-Rallis [1].

Théorème 1.3. Toute réunion finie de sous-ensembles convexes fermés
non vides dans un espace vectoriel normé est un espace de Hopf.

Nous commençons par étendre le théorème de Baillon-Rallis aux multi-
fonctions. Pour cela nous avons besoin de rapeller quelques définitions.

Soient X et Y deux espaces métriques. On dit qu’une application f de X
dans Y est compacte si f est continue et f(X) est compact. Nous noterons
par Fix(f) l’ensemble des points fixes de f .
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Soient X,Y deux espaces métriques, on désigne l’ensembles des parties de
Y par 2Y . On appelle multifonction toute application F : X → 2Y telle que
∀x ∈ X,F (x) 6= ∅. Une multifonction F est dite semi-continue-inférieurement
dans X (s.c.i.) si pour toute partie fermée B ⊂ Y, l’ensemble {x ∈ X : F (x) ⊂
B} est fermé dans X.

Le lemme suivant apparâıt dans [8, 1.4.7].

Lemme 1.1. Soient E un espace vectoriel normé, X un espace métrique
et F : X → 2E une multifonction s.c.i. telle que pour tout x ∈ X, F (x) est
sous-ensemble convexe de E. Alors pour tout ε > 0, il existe une application
continue f : X → E telle que d(f(x), F (x)) = infy∈F (x) ||y − f(x)|| < ε pour
tout x ∈ X.

En utilisant ce lemme nous montrons le résultat suivant :

Corollaire 1.1. Soient C = (Ci)i=1,...,n une famille de sous-ensembles
convexes compacts d’un espace vectoriel normé X, C =

⋃n
i=1 Ci, et F : C →

2C une multifonction s.c.i. telle que : ∀x ∈ C, F (x) est un sous-ensemble
convexe de C. Alors pour tout ε > 0 il existe une application continue f :
C → C vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) Fix(f) est fini ;

(ii) ∀x ∈ C, d(f(x), F (x)) < ε.

Preuve. Soit ε > 0. D’après le lemme précèdent il existe une application
continue g : C → C telle que, ∀x ∈ C, d(g(x), F (x)) < 1

2ε. D’autre part,
l’ensemble C est compact, donc g est compacte. Comme C est un espace de
Hopf (Théorème 1.3), alors il existe une application continue f : C → C, ayant
un nombre fini de points fixes et 1

2ε-proche de g. Comme d(f(x), F (x)) ≤
d(f(x), g(x)) + d(g(x), F (x)), alors d(f(x), F (x)) < ε.

2. Théorème d’Approximation Finie

Soient X un espace métrique, E un espace vectoriel normé et C une partie
de E. On dit qu’une application continue f : X → C est compacte si f(X)
est compact dans E.

Le théorème suivant est le résultat principal de cet article.

Théorème 2.1. Soient X un espace vectoriel normé et C une partie
fermée non vide de X. Si C est à la fois un espace de Hopf est un ANR(m),
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alors pour toute partie D de X contenant C, f : D → C une application
compacte et ε > 0, il existe une application continue h : D → C, ε-proche de
f et ayant un nombre fini de points fixes.

Preuve. Puisque l’ensemble C est un ANR(m), alors pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 vérifiant la propriété suivante : pour toute δ-homotopie jt : C → C
satisfaisant j0 = j1 = f|C , il existe une ε-homotopie ht : D → C telle que
h0 = h1 = f et ht|A

= jt pour tout t ∈ [0, 1] (Théorème 1.2).
Pour 1

2δ > 0, il existe α > 0, vérifiant la propriété suivante : toutes deux
applications continues f, g : C → C α-proches sont 1

2δ-homotopes (Théorè-
me 1.1).

Comme f est compacte, alors l’application f|C est aussi compacte. Par
hypothèse C est un espace de Hopf, alors il existe une application continue
g : C → C telle que Fix(g) est fini et ||f|C − g|| < α.

Ainsi, f|C et g sont 1
2δ-homotopes de C dans C. Soit (ht)t∈[0,1] cette 1

2δ-
homotopie et définissons une nouvelle homotopie (kt) par

kt =





h2t si 0 ≤ t ≤ 1
2

,

h2−2t si
1
2
≤ t ≤ 1 .

Donc (kt)t∈[0,1] est une δ-homotopie vérifiant, k0 = k1 = f|C et k 1
2

= g. Par
suite il existe une ε-homotopie Kt de D dans C telle que

K0 = K1 = f et Kt|C = kt ∀ t ∈ [0, 1] .

Posons k 1
2

= h. Donc, h : D → C et Fix(h) = Fix(g). En effet si h(x) = x,

alors x ∈ C et h(x) = g(x) = x. Donc Fix(h) ⊂ Fix(g). D’autre part, g = h|C .
D’où Fix(g) ⊂ Fix(h). Ainsi Fix(h) est un ensemble fini, et ||f − h|| < ε.

Soient X un espace métrique, E un espace vectoriel normé et C une partie
non vide de E. Considérons une application compacte f de X dans C.

Nous appelerons un ε-recouvrementOε (pour ε > 0) tout recouvrement fini
d’ouverts de f(X) de la forme {B(xi, ri) : 0 < ri < ε pour tout i = 1, . . . , n},
avec {x1, . . . , xn} ⊂ f(X). La ε-réalisation géométrique associée à Oε est
définie par

|Rε| =
⋃

{xil
,...,xik

}∈Q

conv({xil , . . . , xik}) ,
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où Q est l’ensemble définie par

Q =

{
{xil , . . . , xik} ⊂ f(X) :

( k⋂

h=l

B(xih , rih)
)
∩ f(X) 6= ∅

}
.

Comme f est compacte, alors pour tout ε > 0, f possède au moins un ε-
recouvrement Oε.

On définie l’approximation de Schauder fε de X vers E par fε(x) =∑n
i=1 λi(x)xi , avec

λi(x) =
µi(x)∑n
i=1 µi(x)

, µi(x) = max(0, ε− ||f(x)− xi||) .

Ainsi, les applications (λi)i=1,...,n constituent une partition de l’unité liée à
{f−1(B(xi, ri)) : i = 1, . . . , n}. Pour tout ε > 0, l’application fε est compacte
et ||fε − f || < ε.

Pour appliquer le théorème 2.1 à l’étude des espaces de Hopf, notre idée
essentielle est de trouver pour toute application compacte f : C → C et
pour tout ε > 0, une réalisation géométrique contenue dans C. Puisque cette
réalisation géométrique est une réunion finie de parties convexes fermées, alors
c’est un espace de Hopf et de plus nous pouvons lui appliquer les théorèmes
1.1, 1.2 et 1.3 pour montrer que l’ensemble C est un espace de Hopf.

Corollaire 2.1. Tout ensemble convexe non vide dans un espace vecto-
riel normé est un espace de Hopf.

Preuve. Soient C une partie convexe non vide dans un espace vectoriel
normé et f : C → C une application compacte. Comme f(C) est compacte,
alors pour tout ε > 0, il existe n points x1, . . . , xn de f(C) tels que f(C) ⊂⋃n

i=1 B(xi,
1
2ε). Soit f 1

2
ε l’approximation de Schauder associée à x1, . . . , xn.

Nous avons f 1
2
ε : C → conv({x1, . . . , xn}). Puisque l’ensemble conv({x1, . . . ,

xn}) est un convexe fermé, alors c’est un espace de Hopf (Théorème 1.3).
Or, l’application f 1

2
ε : C → conv({x1, . . . , xn}) est compacte, donc d’après le

Théorème 2.1 il existe une application continue g : C → conv({x1, . . . , xn})
ayant un nombre fini de points fixes et 1

2ε-proche de f 1
2
ε. Donc nous avons

||f − g|| ≤ ||f − f 1
2
ε||+ ||f 1

2
ε − g|| < ε .
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En utilisant une preuve semblable à la démonstration précèdente, nous
obtenons le résultat suivant :

Corollaire 2.2. Soient X un espace vectoriel normé et D une partie non
vide de X. Si f : D → D est une application compacte avec f(D) étant une
partie convexe de D, alors pour tout ε > 0, il existe une application continue
g : D → D, ε-proche de f et ayant un nombre fini de points fixes.

Toute réunion localement finie de sous-ensembles convexes fermés dans un
espace vectoriel normé est un ANR(m) (voir [2]) et aussi un sous-ensemble
fermé de X. Dans le corollaire suivant nous montrons que ce type d’ANR(m)
est un espace de Hopf.

Corollaire 2.3. Soit X un espace vectoriel normé. Si C = (Ci)i∈I est
une famille de sous-ensembles convexes fermés non vides de X telle que C =⋃

i∈I Ci est localement finie dans X, alors C est un espace de Hopf.

Preuve. Soit f : C → C une application compacte. Puisque l’ensemble C
est localement fini donc ∀x ∈ C, ∃r(x) ∈]0, ε[ et une partie finie I(x) ⊂ I tels
que ∀j ∈ I \ I(x) nous avons Cj ∩B(x, r(x)) = ∅.

Comme f est compacte il existe n points x1, . . . , xn de f(C) tels que
f(C) ⊂ ⋃n

i=1 B(xi, r(xi)). Soit J =
⋃n

i=1 I(xi). Comme pour chaque i ∈
{1, . . . , n} l’ensemble I(xi) est fini, alors J est fini et pour tout j ∈ I \ J
nous avons Cj ∩ B(xi, r(xi)) = ∅ pour tout i = 1, . . . , n. Considérons l’en-
semble C ′ =

⋃
i∈J Ci. Nous avons f(C) ⊂ C ′. Donc l’application f : C → C ′

est compacte. Comme C ′ est une réunion finie de parties convexes fermés,
alors C ′ est à la un ANR(m) et un espace de Hopf (Théorème 1.3). D’après le
Théorème 1.2, il existe une application continue Θ : C → C ′ ayant un nombre
fini de points fixes et ε-proche de f.

Dans le corollaire suivant nous montrons un résultat surprenant : toute
réunion quelconque de sous-ensembles convexes ouverts non vides dans espace
vectoriel normé est un espace de Hopf.

Corollaire 2.4. Soit (Ci)i∈I une famille de sous-ensembles convexes ou-
verts d’un espace vectoriel normé, alors

⋃
i∈I Ci est un espace de Hopf.

Preuve. Soit C =
⋃

i∈I Ci et f : C → C une application compacte.
Comme l’ensemble C est ouvert, donc pour tout x ∈ C, ∃r(x) ∈]0, 1

2ε[ tel
que B(x, r(x)) ⊂ C. Puisque f(C) est compacte, alors il existe n points
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x1, . . . , xn de f(C) tels que f(C) ⊂ ⋃n
i=1 B(xi,

1
2ri). Soit Q l’ensemble définie

par Q = {{xil , . . . , xil′} ⊂ f(C) : (
⋂l′

h=l B(xih , rih)) ∩ f(C) 6= ∅} et |R 1
2
ε| la

1
2ε- réalisation géométrique associée à Q définie par

|R 1
2
ε| =

⋃

{xil
,...,xik

}∈Q

conv({xil , . . . , xil′}) .

Si (
⋂l′

h=lB(xih , rih))∩f(C) 6= ∅, alors il existe z ∈ f(C) tel que ∀k ∈ {l, . . . , l′},
||xik − z|| < 1

2rk. Soit rk0 = max{rk : k = l, . . . , l′}. Alors ||xik − z|| <
rk0 , pour tout k = l, . . . , l′. Donc, {xil , . . . , xil′} ⊂ B(xk0 , rk0). Par suite,
conv({xil , . . . , xil′}) ⊂ B(xk0 , rk0) ⊂ C. Ainsi, |R 1

2
ε| ⊂ C. Comme f 1

2
ε : C →

|R 1
2
ε| est une application compacte, alors d’après le Théorème 2.1 il existe

une application continue Ψ : C → |Rε| ayant un nombre fini de points fixes
et 1

2ε-proche de f 1
2
ε. Or, ||f − f 1

2
ε|| < 1

2ε donc ||f −Ψ|| < ε.

Comme tout sous-ensemble ouvert non vide est une réunion quelconque de
boules ouvertes convexes, alors nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.5. Tout sous-ensemble ouvert non vide d’un espace vecto-
riel normé est un espace de Hopf.

Dans la proposition suivante nous montrons que si l’intérieur de l’intersec-
tion de deux convexes bornés d’un espace vectoriel normé est non vide, alors
leur réunion est un espace de Hopf.

Proposition 2.1. Soient C1 et C2 deux sous-esembles convexes bornés
d’un espace vectoriel normé tels que int(C1 ∩ C2) 6= ∅, alors C1 ∪ C2 est un
espace de Hopf.

Preuve. Soient E l’espace vectoriel normé contenant C1 et C2, C = C1∪C2

et f : C → C une application compacte. Construisons un bon recouvrement
de C. Si x ∈ C1 \ C̄2, alors on définit r(x) = min(1

3 d(x, C̄2), 1
3ε). De même si

x ∈ C2 \ C̄1, alors r(x) = min(1
3 d(x, C̄1), 1

3ε). Par ailleurs si x ∈ ((C̄1 \ C1) ∩
C2)∪ ((C̄2 \C2)∩C1), alors r(x) = 1

3ε. Soit le recouvrement Oε de C suivant

Oε =
{

B(x, r(x)) : x ∈ C1 \ C̄2

}
∪

{
B(x, r(x)) : x ∈ C2 \ C̄1

}

∪
{

B(x, r(x)) : x ∈ ((C̄1 \ C1) ∩ C2) ∪ ((C̄2 \ C2) ∩ C1)
}

.
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Puisque f(C) est compacte, alors il existe m points x1, . . . , xm de f(C) tels que
f(C) ⊂ ⋃m

i=1B(xi, r(xi)). Soit Q l’ensemble définie par Q = {{xil , . . . , xil′} ⊂
f(C) : (

⋂l′
h=l B(xih , rih)) ∩ f(C) 6= ∅} et |R 1

3
ε| la 1

3ε-réalisation géométrique
associée à Q.

La 1
3ε-réalisation géométrique |R 1

3
ε| est une réunion finie de conv({xih}l′

h=l)

telles que : (
⋂l′

h=lB(xih , rih)) ∩ f(C) 6= ∅, si et seulement si il existe h ∈
{l, . . . , l′} vérifiant {xil , . . . , xih} ⊂ C1 et {xih+1

, . . . , xil} ⊂ (C̄1\C1)∩C2, ou
bien il existe h′ ∈ {l, . . . , l′} tel que {xil , . . . , xih′} ⊂ C2 et {xih′+1

, . . . , xil′}⊂
(C̄2\C2)∩C1, ou bien {xil , . . . , xil′} ⊂ Cj avec j ∈ {1, 2}. Soit f 1

3
ε l’approxima-

tion de Schauder associèe à x1, . . . , xm. Nous allons construire une application
affine Θ de E vers E vérifiant Θ(|R 1

3
ε|) = |R′ε| ⊂ C. Soit d = diam(C),

alors il existe un entier naturel non nul n tel que ε < 3md. Soit a ∈ int(C).
Posons, Θ(x) = (1 − 1

3mdε)x + 1
3mdεa. Donc ∀x ∈ C, ||Θ(x) − x|| < 1

3ε. De
plus ∀x ∈ C, nous avons Θ(x) ∈ [a, x[. Comme a ∈ int(C1∩C2), alors ∀x ∈ C,
Θ(x) ∈ C1 ou Θ(x) ∈ C2. Ainsi, si {xil , . . . , xil′} ∈ Q, alors nous avons soit
{xil , . . . , xil′} ⊂ C1 soit {xil , . . . , xil′} ⊂ C2. D’où

Θ(|R 1
3
ε|) =

⋃

{xil
,...,xil′ }∈Q

conv({Θ(xil), . . . ,Θ(xil′ )}) = |R′ε| ⊂ C .

Nous avons f 1
3
ε : C → |R 1

3
ε| et Θ : |R 1

3
ε| → |R′ε|. Puisque l’application

f 1
3
ε est compacte et Θ est continue, alors l’application Θ ◦ f 1

3
ε : C → |R′ε| est

aussi compacte. D’après le Théorème 2.1 il existe une application continue g :
C → |R′ε| ayant un nombre fini de points fixes et vérifiant ||Θ◦f 1

3
ε−g|| < 1

3ε.

Soit x ∈ C, alors

||f(x)−g(x)|| ≤ ||f(x)−f 1
3
ε(x)||+ ||f 1

3
ε(x)−Θ◦f 1

3
ε(x)||+ ||Θ◦f 1

3
ε(x)−g(x)|| .

Donc ∀x ∈ C, ||f(x)− g(x)|| < ε.

La proposition suivante nous montre que dans un espace vectoriel normé
si les adhèrances de n sous-ensembles convexes non vides sont disjointes deux
à deux, alors leur réunion est un espace de Hopf.

Proposition 2.2. Si les adhèrances d’un nombre fini de sous-ensembles
convexes non vides d’un space vectoriel normé sont disjointes deux à deux,
alors leur réunion est un espace de Hopf.
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Preuve. Soient Ci, n sous-ensembles convexes non vides dont les adhèran-
ces sont disjointes deux à deux. Soient C =

⋃n
i=1 Ci et f : C → C une

application compacte. Construisons un bon recouvrement de C. Si x ∈ Ci,
on définit r(x) = min(1

4 d(x,
⋃n

j=1,j 6=i C̄j), 1
2ε). Soit le recouvrement Oε de C

définie par Oε =
⋃n

i=1{B(x, r(x)) : x ∈ Ci}. Comme f(C) est compacte, alors
il existe m points x1, . . . , xm de f(C) tels que f(C) ⊂ ⋃m

i=1 B(xi, r(xi)). Soit Q

l’ensemble définie par Q = {{xil , . . . , xil′} ⊂ f(C) : (
⋂l′

h=lB(xih , rih))∩f(C) 6=
∅} et |R 1

2
ε| la 1

2ε-réalisation géométrique associée à Q. Nous avons |R 1
2
ε| ⊂ C.

En effet, si {xil , . . . , xil′} ∈ Q, alors (
⋂l′

h=lB(xih , rih)) ∩ f(C) 6= ∅. Ce qui
implique qu’il existe un unique j ∈ {1, . . . , n} tel que {xil , . . . , xil′} ⊂ Cj .
Sinon il existerait xik ∈ Cj , xik′ ∈ Cj′ , avec j 6= j′, j, j′ ∈ {1, . . . , n} et z ∈ C
tels que

||xik − xik′ || ≤ ||xik − z||+ ||z − xik′ || < rik + rik′ <
1
2
||xik − xik′ || .

Ce qui est impossible. Donc l’approximation de Schauder associèe à x1, . . . , xm

vérifie f 1
2
ε(C) ⊂ |R 1

2
ε|.

D’après le Théorème 2.1 il existe une application continue g : C → |R 1
2
ε|

ayant un nombre fini de points fixes et vérifiant ||f 1
2
ε − g|| < 1

2ε. Soit x ∈ C,

alors
||f(x)− g(x)|| ≤ ||f(x)− f 1

2
ε(x)||+ ||f 1

2
ε(x)− g(x)|| < ε .

Enfin signalons les deux résultats suivantes dont les démonstrations sont
évidentes.

Proposition 2.3. L’image d’un espace de Hopf par une isométrie est un
espace de Hopf.

Proposition 2.4. Le produit d’un nombre fini d’espaces de Hopf est un
espace de Hopf.
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