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1. RAPPELS ET NOTATIONS

Dans cette section, nous allons rappeler certains notions classiques de la
géométrie riemannienne et fixer les notations pour la suite. Pour plus de
détails voir [1], [2],[4], [6] et [5].

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension d. La métrique définit
un isomorphisme fibré w® : TM — T*M entre le fibré tangent et le fibré
cotangent. On notera # : T*M — TM son isomorphisme inverse.

Soit « la forme de Liouville sur T*M et o, = (w’)*a. Le couple (T'M,da,)
est une variété symplectique.

Pour tout h € C*°(T'M), on notera X}, le champ de vecteurs hamiltonien
défini par

ix,doy = —dh.

Pour tout h;, hy € C®°(T'M), le crochet de Poisson de h; par h, est donné par
{hl, hg} = dag(Xhl,Xhz).

En particulier, si E désigne la fonction énergie définie par E(v) = 1g(v,v),
le champ de vecteurs X sera noté Z. Z est le flot géodésique de (M, g).

Soit P : TM — M la projection canonique et TP : TTM — TM son
application tangente. On notera VT M le sous fibré vertical de TT' M noyau
de TP. Pour tout v € TM, on a une identification naturelle 3, : V,TM —
Tp(v)M . ‘

Le flot géodésique Z définit un connecteur K : TTM — TM et une
distribution horizontale H tels que TTM = VTM & H,K(H) = 0 et
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K(V,) = i,(V,), pour tout vecteur vertical V,. La connection de Levi-Civita

est donnée par
DxY = K(TY (X)).

Pour tout v € TM, T,P : H, = Tp(,)M et un isomorphisme et on no-
tera R, : TpyM — H, son isomorphisme inverse. Le flot géodésique Z est
horizontal et on a Z(v) = R,(v).

Dans ce formalisme, la forme symplectique do, est donnée par

(1) doy (X1, X») = g(K(X1), TP(X3)) — g(K(X2), TP(Xy1)).

2. STRUCTURE D’ALGEBRE DE LIE SUR L’ESPACE DES FORMES
SYMETRIQUES INVARIANTES PAR LE FLOT GEODESIQUE

Dans cette section nous allons définir la structure d’algeébre de Lie de
I’espace des formes symétriques invariantes par le flot géodésique et montrer
que 'espace des formes symétriques paralléles est une sous algebre de Lie
abelienne.

Soit (M, g) une variété riemannienne. Les notations et définitions sont
celles de la section précédente. v

Pour tout entier p, on notera SPM le C*®(M)-module des p-formes symé-
triques sur M et, pour tout h € SPM, on notera h: TM — R la fonction
définie par

h(v) = %h(v, .o, ).

DEFINITION 2.1. Soit h € SPM. On dira que h est invariante par le flot
géodésique (respectivement paralléle) si Z(h) = 0 (respectivement Dh = 0).

L’opérateur différentiel 6, : SPM — 8P M défini par

p+1

Sh(X1, .. s Xpp1) = D (Dx,h) (X1, .., KXoy X)),

i=1

et appelé codivergence, permet de caractériser les formes symétriques inva-
riantes par le flot géodésique, comme !’indique la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1. Soit h € SPM. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

i) h est invariante par le flot géodésique.
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ii) Pour toute géodésique «y : I — M, la fonction t +—» h(¥(t)) est constante
sur I. ' o
ili) Pour tout champ de vecteurs X sur M, Dxh(X,... ,X) =0.
iv) d3h =0. " o
Preuve. 11 est claire que i) est équivalente & -iiv) et iii) est équivalente & iv).
Pour vérifier que i) est équivalente 4 iii), il suffit de remarquer que, pour
tout m € M et tout v € T,, M,

D,h(v,... ,v) = %h(@(u),... , 0t (V) |i=o,

ou ¢, est le flot du champ Z.

En effet, soit y(t) = P(¢:(v)) la géodésique passant par m et vérifiant
4(0) = v, et X un champ de vecteurs quelconque tel que X (y(t)) = 4(t).
On a 4 s

(X ’ h(-X7 cee aX))m = %h(qst(lu)a cee a¢t(v)) |t=0 .
Or
X -h(X,...,X)=Dxh(X,... ,X)+ph(DxX,X,... ,X).

Ceci permet de conclure en remarquant que (DxX),, =0. 1

On notera G, le R-espace vectoriel des p-formes symétriques invariantes
par le flot géodésique et on pose

On notera P, le R-espace vectoriel des p-formes symétriques paralléles et on

pose
o0

P=EP7P,.

p=0
Pour tout p, P, est un sous espace vectoriel de G,.
Remargque.” (Voir [3]) On a clairement les formules suivantes:
i) Pour tout f € S°M, &;f = df:
ii) Pour tout @ € S'M,

(2) o1 = Lyag.
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De ces deux formules, on déduit que Gy = H°(M,R) et #G, est egale a
Palgebre des champs de Killing sur M.

LEMME 2.1. Pour tout h € G,, tout v € TM et tout X, € T,TM on a
d,h(X,) = h(v,... ,v,K(X,)) = Dyh(v,... ,v,TP(X,)).
Preu‘be. On a clairement pour tout vecteur tangent vertical V,
d,h(V,) = h(v,... ,v,K(V,)).

Soit maintenant un vecteur tangent horizontal H, et soit I' : [—¢,+€¢] > TM
une courbe différentiable telle que I'(0) = v et I'(0) = H,. I' est un champ
de vecteurs le long de la courbe PoT : [—¢,+€] = M. Soit X un champ de
vecteurs au voisinage de P o I' qui prolonge I' et Y un champ de vecteurs au
voisinage de P oI qui prolonge le champ de vecteurs vitesse le long de PoT'.
On aura donc

Lh(H) = SZHEE,.. D) oo
= S ZHEPOTW),... X (PoT() o
- %Y-h(X,...,X)(P(v)).
Or
S:h(Y,X,...,X) = Dyh(X,X,... ,X) + pDxh(¥,X,... , X) =0,
et donc

Y -h(X,...,X)=ph(DyX,X,... ,X)—pDxh(X,... ,X,Y).
D’un autre coté
Ypw =TP(H,) et DyX(P(v)) = K(TX(Ypw)) = K(H,) =0.
Pour conclure il suffit de remarquer que pour tout X, € T,TM on a

X, =i;'K(X,) + R,(TP(X.,)).
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Dans tout ce qui suit, et pour toute p-forme h sur M et pour tout v € T M,
on notera i?~'h la 1-forme obtenue par produit intérieur p — 1 fois de h par v.

_LEMME 2.2. Soit h € G, et Xj, le champ de vecteurs hamiltonien associé
ah. Ona
K(X3(v)) = #i,7'D,h,  TP(X;(v)) = #i5"h.

En particulier, si h est paralléle, Xj est horizontal.

Preuve. C’est une application directe du lemme 2.1, de la formule (1) et
de la définition de Xj;. 1

LEMME 2.3. Soient h, € G, et hy € G,. Le crochet de Poisson de h, et h,
est donné par la formule

{1, ho}(v) = g(#i8 ™ ha, #i57* Dyha) — g(#i5 ™" ha, #457' Dyhs).
En particulier, si hy et hy, sont paralléles alors {711, ﬁz} =0.

Preuve. C’est une application directe de la définition du crochet de Poisson
et du lemme 2.2.

Soient h; € G, et hy € G,. On définie la (p + ¢ — 1)-forme symétrique
[hl, h2] par

[h’lv h‘2](X1a v 7XP+¢]—1)

1 . . . :
T prq-1)! Y IFHix G - Xy s Hioy -+ X g DXora-nP1)
q ‘0€Sp4q-1

= 9 #ixoq) ooy Py Fix oy - Xopyaon DXty B2)-

D’aprés le lemme 2.3, on a

(s Fal(0) = ——— {1, P} (o).

p+q-—
Nous avons donc établis le résultat suivant:

THEOREME 2.1. (G,][,]) est une algébre de Lie et P en est une sous algébre
de Lie abélienne.
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Cette structure d’algebre de Lie sur G est naturelle en ce sens qu’elle
généralise le crochet de Lie des champs de vecteurs défini sur G, identifié &
l’algébre des champs de Killing. Plus précisement on a

PROPOSITION 2.2. Soit hy € G, et soient o, 0, € G;. On a les formules:

i) #[041,02] = [#al,#az]-
ii) [al, h] = Lyq, h.

Preuve. D’apres le lemme 2.3, on a

—

[a1, a2](v) = g(#az, #Dvau) — g(#an, #Dy o).
Or #D,a; = D,#a; et, puisque #a; est un charﬁp de Killing, on a
9(#az, Dy#ay) = —g(vaD#aa#al)-
On en déduit donc la formule |
(o1, @2](v) = g(0, [#o, #as))

Ceci établit i).
Pour tout champ de vecteurs X et Y on a

Lxh(Y,...,Y)=Dxh(Y,...,Y)+ph(DyX,Y,...,Y).
Or é;h = 0 ce qui entraine que
Dxh(Y,...,Y)=—pDyh(X,Y,... ,Y).
On en déduit que
Dxh(Y,...,Y)=—pDyh(X,Y,... ,Y).
On en déduit que
Lxh(Y,...,Y) = p(g(#i% "h, Dy X) — g(X, #i% " Dyh)).

Ceci permet d’établir ii). I
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