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INTRODUCTION

Il est bien connu qu’une C-algebre de Banach unitaire A est commutative
si, et seulement si, la condition (C) suivante est satisfaite:

(C) : 1l existe une constante a > 0 telle que Vz,y € A, ||lzy|| < aflyz|| [1].

On montre que cette caractérisation de la commutativité reste valable pour
des algebres non associatives a savoir les algebres alternatives. On en déduit
qu’une C-algebre alternative A normée compléte unitaire semi-simple vérifiant
(C) est une algebre de Banach commutative.

Dans le paragraphe 11, on étudie le radical de Jacobson-McCrimmon d’une
algebre de Jordan: On sait que si A est une algébre associative, alors le radical
de Jacobson de A, qui est la somme de tous les idéaux quasi-inversibles de A,
est caractérisé par

Rad(A) ={a € A:Vx € A,1 —ax est inversible},
Rad(A) ={a € A:Vz € A,1 —za est inversible}.

Ce qui n’est pas en général vrai pour les algébres non associatives. Cependant,
a laide du produit quadratique z — U,(x) = 2a(az) — az, on donne une ca-
ractérisation semblable dans le cas d’une algebre de Jordan J:

Rad(J) ={a € J :Vx € J,1 = U,(x) est inversible}.

Or si A est associative (sur un corps contenant 1/2) et si A* est I'algebre de
Jordan spéciale associée & A (AT est 'espace vectoriel A muni du produit de
Jordan x o y = (xy + yz)/2), alors Rad(A*) = Rad(A) et on obtient

Rad(A) = {a € A:Vx € A,1 —aza est inversible}.
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Ainsi toute algebre associative A semi-simple sur un corps contenant 1/2 est
semi-premieére (i.e. aAa = {0} = a = 0). En utilisant le théoréme de
Johnson-Sinclair [5] on déduit une autre démonstration du théoréme de la
continuité automatique des dérivations de Jordan sur toute algébre de Ba-
nach semi-simple, obtenu par Bresar dans [2] (rappelons qu’une application
linéaire D d’une algebre 4 dans elle méme est une dérivation de Jordan si
D(a®) = aD(a) + D(a)a pour tout a dans A).

I. THEOREME DE LE PAGE POUR DES ALGEBRES COMPLEXES NON
ASsOCIATIVES NORMEES COMPLETES

I.1. THEOREME DE LE PAGE DANS LE CAS DES ALGEBRES ALTERNATIVES
Un algebre A est alternative si le produit vérifie: Vr,y € A, z(ay) = 2%y et
(yz)x = ya’.

A Texception de I.1.2 et [.1.11, les propriétés de cette section I.1 sont
démontrées dans [1] pour une algébre associative. En utilisant [11, p. 205] les
meémes preuves restent valables pour une algébre alternative. Ainsi on a:

THEOREME 1.1.1. Si A est une algébre alternative normée compléte uni-
taire, alors: A est commutative si, et seulement si, il existe a« > 0 tel que
Va,y € A, |layll < afly]].

Remarque 1.1.2. Dans le théoreme 1.1.1, le fait que A soit unitaire est
nécessaire, car on a un contre exemple dans le cas contraire:

Soit E un espace vectorial complexe de dimension supérieure & 4. Soient
e; et ey deux vecteurs non colinéaires. Sur E on définit le produit suivant:
e1.e1 = eg.€5 =0, €;.¢5.€; = 0si {i;j} = {1;2} et e;.e,, 5.7 deux éléments
de FE tels que 8 = {e;;€0;€). €9 = €35€5. €1 = €4} soit un systéme libre dans E.
On considere le sous-espace vectoriel A de E dont (3 est une base. (A,+,.)
est une algébre complexe.

Pour tout = = Zizl ane, € A, on pose ||z]| = Xi_, |an|. Ainsi A est une
algeébre de Banach, qui vérifie Va,y € A, ||z.y|] = ||y. ||, mais 4 n’est pas
commutative.

Le théoreme n’est pas valable dans le cas des algebres réelles, puisque
I’algeébre des octonions de Cayley—Dixon, @, est non commutative et vérifie:

Va,y € Q; eyl = [yz| = |2|[y|-

Soient A une algebre alternative unitaire et x € A. On dit que x est
inversible s'il existe y € A tel que xy = yx = 1. x est quasi-inversible si 1 — x
est inversible. L’ensemble des éléments inversibles est noté Inv(A).
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DEFINITION 1.1.3. 1) On apelle spectre d’un élément = de A, qu’on note
sp4(x) (ou tout simplement sp(x)), Pensemble: sp(z) ={A € C: (x — A1,4) &
Inv(4)}.

2) Pour & € 4 on pose p(x) = inf{||z"||*/",n > 1}.

Puisque Vn > 1, 0 < [[2*]|*/" < ||z||, on a pour tout z € A, p(z) < ||z

ProrosiTiON 1.1.4. Soient A une algebre alternative unitaire normée com-
pléte et x,y deux éléments de A. Alors sp(zy) U {0} = sp(yx) U {0}.

COROLLAIRE 1.1.5. Soient A une algebre alternative unitaire normée com-
pléte et x,y deux éléments de A. Alors p(zy) = p(yz).

THEOREME 1.1.6. Soit A une algébre alternative unitaire normée com-
plete. S'il existe k > 0 tel queVa € A, ||z||* < k||lz?||, alors A est commutative.

COROLLAIRE 1.1.7. Soient A une algébre alternative normée complete telle
que Va € A, |22 = ||z||?. Alors A est commutative.

COROLLAIRE 1.1.8. Si A une algébre alternative normée complete de di-
mension finie, telle que Va € A, 22 = 0= z = 0, alors A est commutative.

Preuve. 1er — cas: A est unitaire. L’application ® : z — ||z?|| est continue,
et la sphere unité S' de A est compacte, donc il existe ¢ > 0 tel que ¢ < ||z?|
pour tout x € S*. Si k = 1/c, alors:

< int{]je? : [l2]| = 1}.

o~

Ainsi pour x € S*, 1/||2?|| < k. Donc Vz # 0, ||z||> < k||z?||, ce qui est vrai
aussi pour x = 0. D’apres 1.1.6, A est commutative.
2eme — cas: A non unitaire. Soit A’ = A@C. A’ est unitaire et vérifie:

VAeCVreA [(x+A)’=0=[r">=0etA=0=[z=0et\=0]
D’apres le premier cas, A’ est commutative et par suite A est commutative. [

Remarques 1.1.9. i) Le Corollaire 1.1.8 est en particulier vrai pour les al-
gebres complexes alternatives normées complétes de dimension finie sans élé-
ment nilpotent. (On rapelle qu’'un élément non nul x de A est nilpotent s’il
existe n > 1 tel que a" = 0).

ii) Si A est une C-algebre alternative normée complete de dimension finie
non commutative alors il existe x € A tel que: ||z]| =1 et 2% = 0.
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THEOREME 1.1.10. ([10, p. 706]) Si une algébre alternative A semi-sim-
ple est commutative, alors A est associative.

Rapelons que le radical de A est I'intersection des idéaux modulaires maxi-
maux. Si A est unitaire, alors les notions d’idéaux maximaux modulaires et
d’idéaux maximaux coincident. Side plus A est normée compléte alors Inv(A)
est un ouvert et par suite tout idéal maximal est fermé. Ainsi Rad(A) est
fermé.

THEOREME 1.1.11. Soit A une algébre alternative unitaire normée com-
pléte telle qu’il existe une constante oo > 0 vérifiant Vz,y € A, |lzy| < aflyz|.
Alors A/ Rad(A) est une algébre de Banach commutative.

Preuve. Soit A= A/Rad(A) qu'on munit de la norme quotient. A est une
algebre alternative unitaire normée complete telle que:

VXY € A, | XY < ollY X]|.
En effect soient X,Y € A,

IXY|| = inf{|luwv| : v € X,v €Y}
= inf{a|lvu| : v € X,v € Y} = | Y X].

D’apres le Théoréme 1.1.1 A est commutative. D’autre part A est une algebre
alternative sans radical, d’apres 1.1.10, A est associative. |

II. CARACTERISATIONS DU RADICAL DE MCCRIMMON—JACOBSON D’UNE
ALGEBRE DE JORDAN

Rappels 11.1. ([4]) Soient J une C—algébfe de Jordan unitaire et a un élé-
ment de J. Par définition, le a-homotope de J (noté J(*)) est ’espace vectoriel
J, muni du produit triple de Jordan:

2.0y = {zay} == (wa)y + (ay)z — (2p)a.

a-—2
Si @ est inversible alors J(® admet une unité 1@ = a1 et (J@) ) = J,
si a n'est pas inversible on notera 1(*) I'unité de J@ @ C (ot J@ @C est
'algébre obtenue & partir de J(®) par adjonction d’une unité).

DEFINITION II.2. Un élément z de J est proprement quasi-inversible si
est quasi-inversible dans tout homotope J® de J, y € J.
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THEOREME I1.3. (McCrimmon [8]) Si J est une algébre de Jordan uni-
taire alors:

i) x est quasi-inversible dans J) si, et seulement si, y est quasi-inversible
dans J®),

ii) U.(x) est quasi-inversible dans J¥) si, et seulement si, x est quasi—
inversible dans J(U:¥), -

iii) Le radical de J cincide avec ’ensemble de tous les éléments proprement
quasi—inversibles de J.

LEMME I1.4. Soient J une algebre de Jordan unitaire et x € J. Alors
Ul—z2 = Ul—a:U1+z

Preuve. Soit y € J. D’aprés le théoréme de Shirshov [4, p. 47] la sous-
algebre, C(z,y), de J engendrée par 1,z et y est une algebre spéciale de
Jordan, c’est & dire que C(x,y) est isomorphe & une sous-algebre A™, ou A
est une algebre associative. Ainsi

Ui—e2(y) = (1 — 2®)y(1 — 2?)
Ur-oUie = (1 — ) (U1+w(y)) (1-z)
=1-a2)(1+z)yl+z)1-=z)
= (1-2%)y(1 - 2?)
Donc Uy _42(y) = Ur_oUr42(y)- 1
THEOREME I1.5. Soient J une algébre de Jordan et z € J. Alors
z € Rad(J) & 2 € Rad(J).
Preuve. Soit x € J, z € Rad(J) & z,—z € Rad(J)
< x et — x sont proprement quasi-inversibles (d aprés le théoreme I1.3),
& Vy e, U, et UY,
sont inversibles dans l'algebre des opérateurs L (J (”’)) ,
s vyed, UY_UY ., estinversible dans L (J@)) ,
& Vy € J, Ulf”y))_zz est inversible dans L (J(y)) (Lemme I1.4),

& 22 est proprement quasi-inversible,
& z? € Rad(J).
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Remarque 11.6. Cette propriété est évidente si J est associative normée
complete, car dans ce cas le radical de J sera l'intersection des noyaux des
formes linéaires multiplicatives de J. :

THEOREME I1.7. Si J est une algébre de Jordan unitaire, alors
Rad(J) ={z e J:Vy € J,1 - U,(y) est inversible }.
Preuve. Soit x € J, on a

r ¢ Rad(J) & 2° ¢ Rad(J) (Théoréme IL5),

& 2° non proprement quasi-inversible dans J (Théoréme I1.3),
& 3y € J tel que x? soit non quasi-inversible dans J¥),

< Jy € J tel que U, (1) soit non quasi-inversible dans JW,

& Jy € J tel que 1 soit non quasi-inversible dans J(U=(®)

& 3y € J tel que U,(y) soit non quasi-inversible dans J) = J.

Donc x € Rad(J) & Yy € J, 1 — U,(y) est inversible dans J. 1

Un sous-espace vectoriel M d’une algebre de Jordan unitaire J est un idéal
quadratique si: Ya € M,Vx € J,U,(x) € M. Si de plus M est maximal parmi
tous les idéaux quadratiques de J, on dit que M est un idéal quadratique
maximal de J.

THEOREME I1.8. (Hogben—McCrimmon [3, p. 163]) Soit J une algébre de
Jordan unitaire. Alors le radical de J est lintersection de tous les idéaux
quadratiques modulaires maximaux.

Preuve. Notons MQ(J) 'ensemble de tous les idéaux quadratiques maxi-
maux de J. Monstrons que Rad(J) = ¢ mo(s) M. Remarquons que puisque
J est unitaire, alors un idéal quadratique @ est propre si et seulement si
1 € Q. Ainsi tout idéal quadratique propre est contenu dans un idéal quadra-
tique maximal. En effet, si F est ’emsemble des idéaux quadratiques propres
contenant @@, muni de I'inclusion, alors F est non vide et toute famille totale-
ment ordonné admet un majorant, d’apres le théoreme de Zorn, F admet un
élément maximal M, M € MQ(J) et @ C M.

Soient x € J et M € MQ(J). Supposons que z & M, soit K lideal de
J engendré par x. M + K est un idéal quadratique contenant strictement M
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(puisque x ¢ M et v € M + K). Donc M + K = J. Soient k € K et m € M
tels que 1 = k+m. U;_(J) = Un,(J) C M # J, donc 1—k n’est pas inversible.
D’ou k ¢ Rad(J), or k € K, I'idéal engendré par z, donc = ¢ Rad(J). D’ou
Rad(J) C Npremony M-

Pour montrer I'inclusion dans le sens-inverse supposons qu’un élément = de
J est tel que z € Rad(J); d’apres le théoréme IL.5 2 ¢ Rad(J) (on évite le cas
x ¢ Rad(J) et 22 € Rad(J) dans la démonstration de Hogben-McCrimmon
donnée pour ce théoréme dans [3]). Donc il existe un y € J tel que 2 soit non
quasi-inversible dans J®) I1.3, or 2? = U,(1), d’apres I1.3 ii), il existe y dans
J tel que U, (y) ne sera pas quasi-inversible dans J. Donc U;_y, () (J) est un
idéal quadratique propre de J, soit M € MQ(J) tel que U_y,(,)(J) C M.
Supposons que x € M alors U, (y), (Uw(y))2 sont dans M et on a 1 —2U,(y) +
(I'J‘E(y))2 = Ui_y,(y)(1) € M donc 1 € M, ce qui est impossible, donc = & M.
|

THEOREME I1.9. Si A est une algébre associative unitaire alors
Rad(A) ={z € A:Va € A,1 — zazx est inversible }.

Preuve. A* est une algébre de Jordan et Rad(A) = Rad(A™) (voir [6]).
L’opérateur U, de AT coincide avec R.L, de A. 1

COROLLAIRE I1.10. Si A est une algebre associative unitaire alors
Rad(A) ={z € A:Va € A,1 — ax est inversible }.

Preuwve. D’apres le théoreme précédent, x € Rad(A) si et seulement si,
pour tout a € A, 1 —(xza)z est inversible, c’est-a-dire pour tout a € zA, 1 —ax
est inversible. §

THEOREME I1.11. (McCrimmon, [6]) Si A est une algébre associative uni-
taire alors

Rad(A) = {z € A:Va € A,1 — zazet 1 —aza sont inversibles }.

COROLLAIRE I1.12. Si A est une algébre associative alors on a I'implica-
tion suivante

Va € A,1 — zax est inversible = Va € A,1 — azxa est inversible .
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Preuve. Si pour tout a dans A, 1 — zax est inversible alors x € Rad(A).
Ainsi I1.11 implique que Va € A, 1 — axa est inversible. il

Remarque 11.13. La réciproque de I1.12 n’est pas vraie.

Soit A une algébre associative de division (i.e. tout élément non nul est
inversible) et soit z un élément de A qui ne soit pas un carré. Va € A\ {0},
x # a~?, c’est-a-dire 1 # axa. Donc Va € A, 1 — axa est inversible. Alors que
Va € A, 1 — zax est inversible = x = 0, car si x # 0 alors 7! existe et pour
a=z%onal—-zaxz=1-1=0.

CONTINUITE DES DERIVATIONS DE JORDAN  Soit A une algébre de Banach
sur R or C. Soit D une application linéaire de A dans A. D est une dérivation
si pour tout a et b dans A on a D(ab) = aD(b) + D(a)b. On dit que D est
une dérivation de Jordan si pour tout a € A, D(a?) = aD(a) + D(a)a. Toute
dérivation est une dérivation de Jordan. La reciproque n’est pas toujours
vraie, mais une application linéaire D de A est une dérivation de Jordan de A
si, et seulement si, D est une dérivation de A¥.

Dans [5], Johnson et Sinclair ont montré que toute dérivation d’une algebre
de Banach semi-simple est continue. On a aussi le méme résultat pour une
dérivation de Jordan:

A est semi-premiere si, ada = {0} = a = 0.

LeEMME I1.14. Si A est une algébre associative semi-simple alors A est
semi-premiere.

Preuve. Soit a € A, si aAa = 0 alors 1 — axa = 1 pour tout = dans A.
D’apres 11.9 a est dans le radical de A. Donc a est nul. |

THEOREME I1.15. (Bresar [2]) Si A est semi-premiére alors toute dériva-
tion de Jordan de A est une dérivation.

Le théoréme suivant est démontré dans [2, Theorem 6]; nous en proposons
ici une autre preuve.

THEOREME I1.16. Si A est une algébre de Banach semi-simple alors toute
dérivation de Jordan sur A est continue.

Preuve. Soit D une dérivation de Jordan de A. D’apres le Lemme I1.14, A
est semi-premiére. Donc D est une dérivation de A (d’apres le théoreme I1.15).
Le théoréme de Johnson-Sinclair afirme que D est continue. §I
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Une question naturelle se pose: a-t-on la continuité automatique des déri-

vations d'une algebre de Jordan-Banach J semi-simple?

Le théoreme I1.16, donne une réponse affirmative dans le cas ol J est spé-

ciale, puisque si J = A% avec A une algebre de Banach alors Rad(J) = Rad(A)
et une application linéaire D de J est une dérivation de J si et seulement si
D est une dérivation de Jordan de A.
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