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INTRODUCCION

Sea (X,ﬂX) una curva completa, lisa y separada, sobre un cuerpo k y sea
p€X un punto cerrado de modo que su cuerpo residual k(p) sea separable

sobre k. Nos proponemos construir una curva (X™,0 ,)) birracionalmente

xn)
equivalente a (X,&X) y tal que (X”),Ox,n)) tenga una singularidad cuspidal de
multiplicidad 7 en el punto en el cual centra el anillo de valoracién 0p .

La curva (X™,0 \'”)) esta caracterizada por ser la suma amalgamada
X [l Espk(p)
Esp 0p /m’;
Para acabar se computa el functor de puntos de su esquema de Picard,
Pic(X™)) para aproximarnos a su jacobiana.

1. CONSTRUCCION LOCAL

Sea Op un anillo de valoracién (noetheriano, de dimensioén 1, local e inte-
gramente cerrado), de modo que su cuerpo residual k(p) sea separable sobre k.

Denotemos por m, su ideal maximal.

P
Dada la proyecciéon candnica

n T
ﬂp/mp_—*k(p),

el conjunto de los elementos separables sobre £, w’&(&p /m’;), es una subalgebra
de 0p /m’;7 y, por el hecho de ser Op /mp:k(fn) separable sobre &, es un retracto

de 7.

1 Fl artfculo ha sido realizado bajo la direccién del Prof. Dr. D. José Maria Muhoz Porras y
forma parte del Proyecto de Investigacién PB91-0188 apoyado por la Universidad de
Salamanca.
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k(p)
Luego tenemos una seccién canénica, s,:k(p) —— Op /m; que dota a
0p /m’;7 de estructura de k(p)—algebra.

Si consideramos los morfismos de k—algebras
P K
Sn
k(p) —— ¢ [m]

podemos construir la k-—algebra dpxa fm

7' 1(s,(k(p)) y se tiene el siguiente cuadrado conmutativo:

k(p) que se identifica con

LS|
%0 g H0) g
i l . L
Sn
k(p) — g /m

donde m; es un morfismo de k—algebras inyectivo. Denotemos ¢’=1Imm;.

‘TEOREMA 1. Dado un anillo de valoracidn OP sobre un cuerpo k de modo
que su cuerpo residual k(p) sea separable sobre k, candnicamente puede obtenerse
una cuspide 0’ ~ g, X 0 Jmn k(p), de multiplicidad n, y con cierre entero 0 que

o [m3 P

se alcanza en la primera explosion.

Se comprueba que ¢’ es un anillo local de cuerpo residual k(p) y que el
morfismo natural ¢’ <—— g, esun morfismo finito.

Como 0p es noetheriano, entonces ¢’ es noetheriano, y ademéas dim ¢’ =1.
Por otro lado se tiene un isomorfismo entre los cuerpos de fracciones X P
20 y se deduce que Op es el cierre entero de ¢’ en }30,.
P

El polinomio de Samuel de ¢’ es [S,, 0’](k) =£(0’/m*) =n-k—(n—1) con
lo que la multiplicidad de ¢’ es n y £(¢0,/0’) =n-1, siendo ¢, el anillo de la
primera explosion de ¢’
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A partir de esta longitud, se demuestra que ¢, = ¢, y por lo tanto el cierre
entero se alcanza en la primera explosion.

2. CONSTRUCCION GLOBAL
Sean (X, OX) una curva completa, lisa y separada sobre un cuerpo k y pe X

un punto cerrado de la misma, de modo que su cuerpo residual k(p) sea separable
sobre k.

Pretendemos construir una curva (X”),ﬁxn)) birracionalmente equivalente
a (X,OX) y tal que tenga una unica singularidad cuspidal en el punto p.

Si denotamos por &

5 €l anillo local de (X,OX) en p, de la construccién

local sabemos que ¢’ ~¢

b Xﬁp Jm k(p) es un anillo local, no regular, de

multiplicidad n y que desingulariza en la primera explosion a 4, .

Sea UCX un abierto afin de (X,0,) conteniendo al punto p. Vamos a

estudiar el anillo Oy (U)x g, | k(p), que se obtiene a partir de los morfismos:

I
ox(U) < 2, K(p)
L
0 n
P / M
Tenemos un morfismo inyectivo
1

OX(0)% g | K(p) S Ox(V)
p /[ ™p
y denotaremos &, ,)(U) =Im m;.
Razonando de manera andloga al caso local se consigue probar que

0 nU) == 0x(U)

xm
es finito, de donde 7, )( U) es noetheriano (siendo, ademas, una k—algebra finito
generada), ¢, ,)(U) es un anillo de dim 1 y la correspondiente aplicacién entre
los espectros

7: Esp 0x(U) —— Esp 0Xn)(U)

es epiyectiva. Ademds L ~X . y se tiene que Ox(U) es el cierre entero de
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Por otro lado se verifica que [0,\"”([])]7(
punto de (X,0y) distinto de p, que [O
Esp 0 .ny(U)~ U.

q):ﬁq si geEsp 0x(U) es un

X")(U)]x(p) ~ ¢’ y por lo tanto
xn)

TEOREMA 2. Dada una curva completa, lisa y separada (X,0y) sobre un
cuerpo k y dado un punto cerrado p€ X de modo que su cuerpo residual k(p) sea
separable sobre k, eziste una curva (X“,&Xn)) birracionalmente equivalente a
(X,0x) y con una tdnica singularidad cuspidal de multiplicidad n en el punto en el

cual centra el anillo de valoracion Op-

Basta considerar un recubrimiento {U;} por abiertos afines de (X,0x) de
‘modo que el punto p€ X sbélo pertenezca a uno de estos abiertos. Sea U; el
abierto afin al que pertenece p.

Se demuestra que la familia de esquemas { X}, donde

Xi= [Ul :WX(Ul)Xgp/mg k(l’)r}
y X;.:(Ui,[ﬂx(Ui)r) para 1#1, junto con los morfismos naturales

0 X — X1
) 1 Jt

en las intersecciones, son datos de construccién de un esquema (X’”,OXn)) que es
la curva buscada.

3. CARACTERIZACION DE LA CURVA (X’”,&Xn))

TEOREMA 3. En la categoria de esquemas, la curva (X™,0
amalgamada

ym) €s la suma

X I Espk(p)
> n
Esp Op /mp
Si tenemos en cuenta que un morfismo de esquemas f: X —— Y factoriza a
través de la proyeccién m: X —— X™ si y solo si existe un cuadrado conmutativo

O Y

| X

Esp g, /m’; —39 . Espk(p)

donde h=foj se verifica la propiedad universal de la suma amalgamada de

esquemas
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H X™Y)=H XY Ho Esp k(p),Y
Mg (X7 1) = Hlomegg (X )Hom (Es:Up/mg’Y) Mg (E5P K71 T)
esq.

4. FUNCTOR DE PUNTOS DEL ESQUEMA DE PICARD, Pic(X™).
APROXIMACION A LA JACOBIANA J p).

Sea (X,0x) una curva lisa, completa, separada y con un punto racional
~ sobre un cuerpo k£ y sea p€ X de modo que su cuerpo residual k(p) sea separable
sobre k.

Consideramos (X’”,&_Xn)) curva birracionalmente equivalente a (X,0y),

con un punto cuspidal pe€X™ de multiplicidad n, centrado en el anillo de
valoracién ¢, y que desingulariza en la primera explosion.

Nos proponemos estudiar el functor de puntos del esquema de Picard,
Pic(X™)), en términos del functor de puntos de Pic(X).

Sea S—— Espk un esquema noetheriano. A partir del morfismo de

desingularizacion
X — X
podemos obtener el morfismo
Tg: X xS _mxld_ XM xS

de donde tenemos

00— 0Xn)x5—__' (Ws)*OXxS Cs 0

con C:mp/m’;7 y Cg esta concentrado en pxS.

Como 7 es un morfismo afin, 7x/d también y considerando el cambio de
base

Espk(p)xS —— XM xS
tenemos el cuadrado

DxS ' . Xx$

7r"g Te
Esp k(7)xS —L—  X™xS§
donde D es la fibra de p por 7, es decir D=Esp (0p/m;).

Si consideramos en ¢p su estructura de moédulo, el esquema Buf(0p),



26 F. PABLOS ROMO

cuyo functor de puntos en un esquema noetheriano S es
[l (0p)]'(S) = Aul(0}), ) =T (8,0, mre0s)* =
=T'(S,(k(p)®0s)*e(m [mie0)),

€S un esquema en grupos conmutativos.
Se tiene una sucesion exacta:
¢.9 h8
0—— 05xs — (”Q)*(”st) —_— *¥C,—— 0
y por otro lado, si tenemos dos isomorfismos:

oa’: (r;)*(ans) = (ﬂ:)*(LIDXS)
donde L es un haz de linea en X xS, establecemos la relacién de equivalencia
a.a’si aoggy a’o¢pg difieren en un automorfismo de 0_

xS’
Como 1r es un morfismo afin, los isomorfismos ¢, a son equlvalentes a

otros isomorfismos a,a’

a,a :0DKS—L|D"S

y tenemos para cada L, de modo que L sea trivial, clases de equivalencia de

IDxS

isomorfismos entre & g Y L mod(automorfismos de 05‘ S).

| Dx S
TEOREMA 4.
[Pic(X™)]"(S) ={([L, [a]]) donde [L]€[Pic(X)]'(S) y &:[7p, J=[L)p, d}:
es decir, un haz de lmea relativo en X™ xS equivale a una pareja formada por un
haz de linea relativo [L] en X xS y una trivializacion de la restriccion de [L] a

DxS.
Sea [L]€[Pic(X™)]’(S).  Consideremos un representante £, de modo que

£|5XS: 05"5
Se comprueba la existencia de un diagrama conmutativo:
[ a ’ 1d
¢s hs
0 —— 05x5—» (r;)*[ﬁst] *Cg—— 0

Luego a [£]€[Pic(X™)](S), podemos asignarle
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(((r)*L],[al])
donde [(ws)*L]e[Pic(X)]'(S) y [a] es la clase de equivalencia de a:0, .~
(WS)*[I px g m6dulo la relacion anterior.

Utilizando la relacién de adjuncién entre (7g)* y (mg)x se calcula la

asignacion reciproca y se demuestra que las construcciones son una inversa de la
otra.

COROLARIO 5. La jacobiana de (X’”,(?Xn)), an), es una estension de J

por el esquema en grupos K™, donde
(Kn>)-(s)=F(S,mp/m;eas) = f‘“/(anxs)/xa/(aixs)'

El nicleo del morfismo natural 7*:J,,)— J, coincide con el nicleo del
morfismo entre los esquemas de Picard ya que J () =[PicO(X™)](S) ¥
J(S) =[Pic®(X)]'($). Teniendo en cuenta que £ul(05, ) =T (S(k(p)e0s)")
se concluye.

COROLARIO 6. Si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y de
caracteristica cero, JX”) es una eztension de JX por el esquema en grupos

G, x"Vxa,.

Basta tener en cuenta que dimy mp/m’;J =n-1.
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