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DEFORMATION DES ALGEBRES DE BERNSTEIN NORMALES

Moussa OUATTARA

A l'exemple de la théorie classique de déformation d'algébres,
définies par des identités polynomiales (cf. [1]), nous proposons
dans cet article un modéle de cohomologie pour une classe d'algébres
pondérées, dites de Bernstein normales. Bien que ce modéle convienne
pour la résolution du probléme d'extension des algébres, nous ne
donnerons ici que son application a la résolution du probléme de dé-

formation, avec des théorémes de rigidité.

1. Préliminaires. Soient K un corps commutatif de caractéristique
différente de 2, une K-algébre commutative, non nécessairement asso-

ciative, de dimension n+l est dite de Bernstein normale ou, plus

simplement, conservative si ny = w(x)xy ol w : A = K est un mor-
phisme non nul d'algébres, appelé pondération. Toute K-algébre de
Bernstein admet la décomposition de Peirce A = Ke @U @V relative-
ment 3 l'idempotent e, ou U = {x]|ex =%x, x €A} et

V= {x|ex =0, x€A}. Si r = dimKU, s = dimKV alors A est dite
de type (l+r,s) et A conservative équivaut & UV = 0 et V2 =0
(cf. [31). On dira qu'un K-espace vectoriel M est un A-module
conservatif si, il existe une application bilinéaire

AxM - M, (x,m) » x.m vérifiant : (i) 2(xy).m = w(x)y.m + w(y)x.m
et (ii) 2x.(y.m) = w(y)x.m, quels que soient x, y dans A et m
dans M. On voit que l1'idéal N = Ker(w) est un A-module conserva-

tif mais que A ne l'est pas, puisque (ii) n'est pas vérifié.

2. Cohomologie des algébres conservatives. Soient A une K-algébre

conservative, M un A-module conservatif et f wune application
linéaire de A dans M. On associe a f une application (n+l)-
linéaire de A dans M, notée an (n =0,1,2,3), en posant :
(6Om)(x) = x.m (Glf)(xo,xl) = xo.f(xl) - f(xoxl) + xl.f(xo) s
(62f)(xo,xl,x2) = -w(fo(xl,xz) + Zf(xoxl,xz) - w(xl)f(xo,xz) +
+'2x2.f(x°,x1) ) (63f)(xo,x1,x2,x3) = -w(xo)f(xl,xz,XB) +

+ 2f(x°x1,x2,x3) - w(xl)f(xo,xz,x3) + w(xz)f(xo,xl,x3) -

- 2x3.f(x°,x1,x2), quels que soient les X, dans A et pour m

fixé dans M.
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C1 1= HomK(A,M) et C est le sous K-espace vectoriel des appli-
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cations k-linéaires de A dans M (k = 2,3,4), symétriques par

Bk+1 _ k

rapport aux 2 premiéres variables. Si on pose = 6, C , image

de Gk, et Zk = Ker 6k alors 6k+l°6k = O entraine Bk+1(E Zk+1
et on pose X = Zk/B , le k-iéme groupe de cohomologie de A a
coefficient dans M (k = 0,1,2,3), avec B° = 0. Pour M = N, on

a  #%A) = z°(A) = Amn A, Z1 = DerK(A) 1'algebre de Lie des

K-dérivations de A, B1 = DerintK(A) 1'idéal des dérivations

intérieures et Hl(A) = DerK(A)/DerintK(A) (cf. [2]).

3. Déformation d'algébres conservatives. Soient A une K-algébre

conservative de produit u : AxA = A et At = A Gk L 1l'espace
vectoriel obtenu par extension du corps K au corps L = K((t)).
Une déformation de A est une algébre conservative At dont le

produit f A xA —~ A peut se mettre sous la forme ft(x,y) =

= p(x,y) + X tlFi(x,y) ou les Fi sont des applications
i>1
bilinéaires de A dans A (cf. [1]). A étant uniquement pon-

dérée, w' = w Gk 1dL est l'unique pondération de At et par consé-
quent w'(ft(x,y)) = w(x)w(y) entraine Fi(x,y) est dans2 N. Ici
M = N en tant que A-module conservatif. Soit ¢ dans C~. Si on
suppose que U+@ est un produit conservatif alors

2(u+9) ((u+p) (x,y),2) = wlx)(u+e)(y,z) + w(y)(u+p)(x,z) entraine
ézo(x,y,z) + 29Cp(x,y),z) = 0.

Notation : (fﬁi,qg)(xl,...,x ) = f(g(xl,...,xq),x ).

yeooy

p+q-1 q+l xp+q-1
Dans cette notation, l'équation de déformation ci-dessus devient

sz + 2@/& 2® = 0. On peut la résoudre par la méthode des séries

formelles : on pose ¢ = z tiwi dans l'équation de déformation,
iyl
alors la suite suivante d'Zﬁuations apparait 6,9, + 2 z o. N @, =
2%k 1472k i°72,2%5

=0 (k >1), appelées conditions d'intégrabilité.

Lemme 3.1. Pour n > 1, si L EAZTRERL vérifient les conditions

d'intégrabilité alors 63(. Z viAZ,ij) = 0.
i+j=n+l
On établit d'abord la relatiir 63(f AZ,Zg) = ff>,362g - 62rh3,2 g,

puis on effectue des changements d'indices.

Lemme 3.2. Si H3(A) = 0 alors chaque % dans ZZ(A) est inté-
grable (cf. [1]).
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Lemme 3.3. Si HZ(A) = 0 alors u est rigide, c'est-a-dire, pour

toute famile u de déformations de u, il existe une famille Ft

de transformations .inversibles telle que ut(x,y) = Ft-l u(Ft(X),Ft(y)),

pour tout x, y dans A.

4. Application aux algébres A . La multiplication de A est

T T,w T,w
donnée par xy = 7(m(x)T(y) + w(y)T(x)) ou T est un projecteur

de A tel que woT = m'AT,w est conservativ; (cf. [3] §4). Supposons
AT,w = Ke@U®V de type (l+r,s). Alors H (AT,w) est l'ensemble
des 2-cochaines =n telles que n(xl,xz) = n(ul,uz) soit dans V,
ou X, = w(xi)e +u; + v, . On vérifie que 1 satisfait 1'équation
de déformation et par suite, ;es déformations de AT,m sont

M, =M + tr, ® parcourant H (AT,w)'

Théoréme 4.1. Les algébres conservatives de type (1+n,0) sont

rigides.

Iei T =1d,, V=0 alors ZZ(A) =0 et HZ(A) = 0.

Théoréme 4.2. Les algébres conservatives de type (1,n) sont ri-

gides.

Ici T(x) = w(x)e, U =0 alors BZ(A) = ZZ(A) et HZ(A)

0.

P N - 2
Théoreme 4.3. Les algebres conservatives vérifiant U~ = V sont

rigides.

En fait BZ(A) = ZZ(A) donc HZ(A) =0
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