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SOBRE UN PRINCIPIO DE DUALIDAD ENTRE SISTEMAS
MECANICOS Y CAMPOS ESCALARES

Genando Rodrlguez Sdnchez (%)

Sea Q una variedad diferenciable y p:IRxQ —R la pro -
yeccidn candnica: p(t,q) =t . Se considera una lagrangiana
de primer orden LeCm(Jl(EXQ/E))y el problema variacional
definido por la densidad Ldt . Como es sabido ([2]), la for
ma de Poincaré-Cartan asociada a dicho problema es una

l-forma sobre Jl(IRXQ/R) cuya expresidn local es:

0 = Z 3L (dq -4;dt) t Lat
i aq
donde (t;qi,éi) son las coordenadas inducidas en el fibra-

do de jets por un sistema de coordenadas de Q .

Si el problema variacional es negufan, las funciones
(t,qi,pi) con p, =aL/8qi ,
pueden tomarse como sistemas de coordenadas, y la expresidn
de O es:
0 = g p;dq; t Hdt ,

donde
H

L - z piql

es la hamiltoniana del sistema.

LEMA. Supongase que la lagrangiana L es regular y que 0 #O
para todo et (RxQ/R) (esta condicidn se satisface, por
ejemplo, si H no se anula en ningin punto). En estas con
diciones, © es una forma de contacto sobre Jl(RXQ/R).
tanto, existen coordenadas locales (z,ui,vi) en el fi

do de jets tales que:

@ = dz - g u;dv, .
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Dichas coordenaaas reciben el nombre de coosdenadas ca -
nénicas del sistema mecdnico definido por la lagrangiana
£dt . Esto es, fas cooadenadas candbnicas del prollema varia-
cional definido por LAt son aquéllas para las cuales la foa

ma de Poincaréd-Cantan se expresa en Lorma candbnica.

La demostracidn del lema se deduce del Teorema de Dar -
boux ([1]) y de las propiedades bien conocidas de los sis-

temas mecdnicos regulares.

TEOREMA. En las hipdtesis del lema anterior, sea W un abier
to de Jl(]RXQ/]R) en el que exista un sistema de coordenadas
candnicas (z,ui,vi) tales que la proyeccidn

. ntl
(z,ul, . ..,un).w-—r]R

sea epiyectiva. Se designa por V el abierto de r" imagen de-
la proyeccidn (v1,~...,vn):w—>]Rn . Se verifica:

12) Dada una seccidn s:V—VxR de la proyeccidén candnica de
VxR sobre V, existe un dnico morfismo s:V—W tal que:

a) El1 diagrama de la figura es conmutativo,

w

s 1(v1,...,vn,z)

v —2 & yxR

b) La imagen inversa de la forma de Poincaré-Cartan a lo

largo de s es nula; es decir, s*¥0=0.

29) Existe un Unico difeomorfismo Jl(YX]R/V) = W que trans-
forma j}((s) en s(x), para todo x de V.En este difeomorfis-
mo la forma O asociada a Ldt se identifica de modo natural
con la forma de estructura de Jl(Vx]R/V).

39) Por tanto, la funcidn L considerada como funcidn sobre
JL(VxR/V) define una lagrangiana de un campo escalar.

Ejemplo. Sea L= %‘(Zc’li) (partficula libre). Se tiene :

0 =7 4;dq; - Ldt = dz - I ugdvy,
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donde,

z =Lt , u; T4y s vy T oa

Por tanto la lagrangiana del campo escalar asociado es:
L:=(1/2)Zu§ , cuya ecuacidn de Euler-Lagrange es la ecua -
cidn de Laplace, ) 3%z/3v: = 0.

Mediante el teorema anterior, el método de integracidn
de Hamilton-Jacobl puede interpretarse en los siguientes

términos :

COROLARIO. Sea S:(RxQ)xV — R wuna funcidn diferenciable,
y é:w———+Jl(me/v) la aplicacidn definida por : .

8(t,0,4) =5,(8, ) .

donde v==(vl(t,q,q),...,vn(t,q,q)) v St,q:V — TR es la

funcidn 'y .
St’q(v ) S(t’Q!V ) .

Se verifica: La funcidn S es una solucidn n-paramétrica
de la ecuacidn de Hamilton-Jacobi H(t,qi,BS/aqi)'fQS/at =0
si y s8lo si la transformacidn asociada S deja invariante
la forma de Poincaré—Cartan; es decir, $¥0=0 con la iden-
tificacidn Jl(VxR/V)= W
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